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Antecedentes

Planteamieno del problema

Nuestro punto de partida sera la ecuacién de Korteweg-de Vries

Opu + 03u + udyu = 0, (KdV)
u=u(z,t), z,teR.
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Planteamieno del problema

Nuestro punto de partida sera la ecuacién de Korteweg-de Vries

Opu + 03u + udyu = 0, (KdV)
u=u(z,t), z,teR.

Pretendemos encontrar el maximo grado de decaimiento exponen-
cial espacial que puede presentar una solucion u de esta ecuacion,
hecho que esté relacionado con la continuacién tnica de propie-
dades para las soluciones de la misma.
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Planteamieno del problema

Para la ecuacion KdV, se probo en [1] que si la diferencia de dos
soluciones de la ecuacién KdV decaen para x > 0 como

@7‘”53/2

en dos tiempos distintos, para todo a > 0, entonces ambas solu-
ciones coinciden.
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Planteamieno del problema

Para la ecuacion KdV, se probo en [1] que si la diferencia de dos
soluciones de la ecuacién KdV decaen para x > 0 como

. ..3/2
e ax
en dos tiempos distintos, para todo a > 0, entonces ambas solu-

clones coinciden.

En particular, si una solucién u presenta este comportamiento en
t = 0, entonces v no puede tener el mismo decaimiento en otro
tiempo.
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Planteamieno del problema

Sin embargo, si u(x,0) decae para z > 0 como

3/2
—agp T
e 90 ,

para cierto ag > 0, podemos preguntarnos como se degrada este
decaimiento a medida que el tiempo evoluciona.
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samieno del problema

Para resolver este interrogante, exploramos en primer lugar el
problema lineal asociado a la ecuacion KdV,

8tu + agu = 0,
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Planteamieno del problema

Para resolver este interrogante, exploramos en primer lugar el
problema lineal asociado a la ecuacion KdV,

8tu + agu = 0,

cuya solucién, viene dada por

1 X
S, =—A| - ,
@) == A\ 75

donde A(z) =C [ €i€it8?/3 d¢ es la funcion de Airy.

Decaimiento de soluciones de ecuaciones dispe



Introduccién
Antecedentes

Planteamieno del problema

Del comportamiento asintético de la funcién de Airy, se conoce
que para x >> 0
_ _2,3/2
Alz) ~ Ve 5777,

por lo que
23/2

Si(x) ~ t71/4x71/4e_3%/§

iento de soluciones de ecuaciones dispe



Planteamieno del problema

Del comportamiento asintético de la funcién de Airy, se conoce
que para x >> 0
_ _2,3/2
Alz) ~ Ve 5777,

por lo que

23/2

Si(x) ~ t71/4x71/4e_3%/§

Ent; = ﬁ tenemos

Sty (z) ~ t;1/4$_1/4e_“0 22,
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Planteamieno del problema

Por lo tanto, para = > 0, la solucién del problema

ﬁtu + 83’& = O,
u(x, 0) = Stl (:L‘),

es tal que
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Antecedentes

Planteamieno del problema

Para la ecuacién no lineal podriamos esperar un comportamiento
similar al observado en el problema lineal.

. . .. _ 3/2
Es decir, si el dato inicial decae para x > 0 como e~ % %"~ espera-

mos que la solucién de la ecuacion KdV muestre un decaimiento
exponencial de orden 3/2 pero con una degradacion en su coefi-
ciente.
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Planteamieno del problema

En conreto, se propone mostrar el siguiente resultado:

Teorema

Para tg > 0, sea u € C ([0,t0); H*(R)) N C* ([0, to]; L*(R)) una

solucion de la ecuacion KdV. Supongamos que para ag > 0,

u(0)eY” € L(R).

Sea a
a(t) = ————, t€0,to].

1+ Zadt

< ¢, para todo t € [0, to].

3/2
Entonces Hu(t)ea(t) T+

L2(R)
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Bosquejo de la prueba

En principio sélo se considera que a es una funcién diferenciable
en [0,tg], con a(0) = ap. En la prueba se encontrara que a(t) esta

dada por
alt) = —=2
27 2
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Bosquejo de la prueba

En principio sélo se considera que a es una funcién diferenciable
en [0,tg], con a(0) = ap. En la prueba se encontrara que a(t) esta

dada por
ao

14 2Lat

a(t) =

Vamos a hacer un estimativo a priori
de u. Para ello tomamos en primer
lugar una funcion w € C*°(R), como
se muestra en la figura:

.
[
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Bosquejo de la prueba

Adicionalmente, para cada entero positivo n, consideramos la fun-
cion ¥ = ¥y, dada por

 wl@)at) ) si oz <n
n(@, ) = { In(P,(x,t)), si x>mn,

donde, para t € [0,to] fijo, P,(z,t) es el polinomio de segundo
grado en x que coincide con ¢y (x,t) = e¥n@t) on g = n junto
con sus dos primeras derivadas.
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Bosquejo de la prueba

Adicionalmente, para cada entero positivo n, consideramos la fun-
cion ¥ = ¥y, dada por

w(z)at)z??, si z<n
ooty o { @@ a2 s 2 <

In(Py(z,t)), si z>n,
donde, para t € [0,to] fijo, P,(z,t) es el polinomio de segundo
grado en x que coincide con ¢y (x,t) = e¥n@t) on g = n junto
con sus dos primeras derivadas.

Ahora definimos f = ue¥ y reemplazamos u = e~% f en la ecua-
cion KdV.
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Bosquejo de la prueba

A continuacion multiplicamos la expresion resultante por f e in-
tegramos sobre R respecto a la variable x:

Jens- [ur+ [@ns-s [w@prs [ -v.a0ns
+ [@utar 0t = g+ [ @D = [ =0
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Bosquejo de la prueba

A continuacion multiplicamos la expresion resultante por f e in-
tegramos sobre R respecto a la variable x:

Jens- [ur+ [@ns-s [w@prs [ -v.a0ns

+ [@utar 0t = g+ [ @D = [ =0

Después de integrar por partes en la expresiéon anterior y reorganizar térmi-
nos, se obtiene

2dt/f +3/w13f /(wt+wi+wm)f2—%/e*%zf”:o,

Por lo tanto,

2dt/f </¢t+wz+wm)f +2 /efwwl.fs. s
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Bosquejo de la prueba

Queremos aplicar el Lema de Gronwall para estimar [ f?. Para
ello, pretendemos acotar uniformemente en ¢ a la expresiéon

% + Tﬁg + w:mx <o
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Bosquejo de la prueba

Queremos aplicar el Lema de Gronwall para estimar [ f?. Para
ello, pretendemos acotar uniformemente en ¢ a la expresiéon

% + Tﬁg + w:mx <o

o Al analizar ¢ en 1 < x < n se obtiene
(a/xg/z I ﬂasxsm B 3(”63/2) 72
8 8 ’

lo cual lleva a plantear el

PVI: cuya solucion esté dada por
27 a(t) = %
/ = 3 _
a/(t) + g alt)’ =0, Ty
a(0) = ay,
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Bosquejo de la prueba

Con esta elecciéon de a, resulta que las integrales del lado derecho
de &, realizadas en 1 < x < n, estan acotadas por

HxiﬂuHLm(Rx[O,to]) /RfQ-




Bosquejo de la prueba

Con esta elecciéon de a, resulta que las integrales del lado derecho
de &, realizadas en 1 < x < n, estan acotadas por

HxiﬂuHLm(Rx[O,to]) /RfQ-

o A continuacion analizamos la contribucién del intervalo
(n,00) para las integrales del lado derecho de &. En este
caso,

. 1
¢t+wg+¢af¢r:ﬁ[P2Pt+3PS*3PPTPTr]a

donde




Bosquejo de la prueba

_ 273

Ahora, definiendo r := an'/?(z — n) y usando que a Sa’ se
tiene:
_ § 2 (1) 2 an3/?
P—{1+2T+(8+en)r}e )
_ _277 3 3/2 3 (2) 9 (3)) 2 an3/?
P = 8an [1+(2+€n r—+ 8+€ e ,
P, =an'/? {g+(%+esfn> r} et y
P.. = a®n (9 n 6;4)) o0 n3/27
4
donde
3 3
(1) = Mg 2 (2) — @4y = 2
= ()= 8an3/2 ©n e () 2an3/?’
21 3 3
(3) — B)(4) = (4) — (4) 2
e = (1) 8an3/2+8a2n3 Y = (t) = dand/?
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Bosquejo de la prueba

Calculando P?P, + 3 P2 — 3 P P, P,,, después de tomar formalmente
) =0, j=1,2,3,4, se obtiene:

a3n3/2€3an3/2 . 19683 ’]“6 . 19683 ’]“5 . 19683 ’]“4 . 3645 T3 . ﬁ <0
4096 1024 512 128 8 '
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Bosquejo de la prueba

Calculando P?P, + 3 P2 — 3 P P, P,,, después de tomar formalmente
) =0, j=1,2,3,4, se obtiene:

a3n3/2€3an3/2 . 19683 ’]“6 . 19683 ’]“5 . 19683 ’]“4 . 3645 T3 . ﬁ <0
4096 1024 512 128 8 '

También es claro, a partir de la definicion de los es,,j), que eg)(t) < e%j)(to),
para todo t € [0,%0] y todo j = 1,2,3,4, con lo cual €,(t) — 0 cuando
n — oo uniformemente en t. Asi, por la continuidad de los coeficientes de
las potencias de r como funciones de €., en el intervalo (n,c0):

(e + V2 + hoaa) f2 <0,

para n mayor que cierto entero N.
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Bosquejo de la prueba

A partir de lo anterior, se puede comprobar que las integrales
del lado derecho de &, realizadas en el intervalo (n,oc0), estan
acotadas por

3(1+ ) @3 ul| o (rxgota) /]R -
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Bosquejo de la prueba

A partir de lo anterior, se puede comprobar que las integrales
del lado derecho de &, realizadas en el intervalo (n,oc0), estan
acotadas por

3(1+ ) @3 ul| o (rxgota) /]R -

e De otra parte, para x < 1/4, como @ = 0 entonces

1/4 1/4
/ (Yt 4+ 2 4 Vpee) f2 + 2/ e Vi f3=0.

—00 3 o0
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Bosquejo de la prueba

Cabe aclarar que hemos definido v a partir de la funcién de trun-
camiento w con el fin de evitar el no acotamiento de la tercera
cerca del origen.

derivada espacial de a 2/2




Bosquejo de la prueba

Cabe aclarar que hemos definido v a partir de la funcién de trun-
camiento w con el fin de evitar el no acotamiento de la tercera
derivada espacial de a z3/2 cerca del origen.

o En [1,1] tenemos que (x,t) = w(x)a(t)z>2. Ahora,
Usando el hecho de que a < ag, teniendo en cuenta que w y
sus derivadas son acotadas y observando que en el soporte
de dichas funciones = > i, se puede concluir que, para
S [%7 1]7

En consecuencia,

! 3 2 2 ! — 3
/ (wt + Y + wzzz).f + § / € wwzf
1/4 1/4

<C(1+ ag) (1 + HUHLOO(Rx[O,tO])) / f2~
R
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Bosquejo de la prueba

A partir de lo anterior, se tiene que

2dt/f2<c (1+ad) H (1+22) uHLOO(RX[OtO /f2

donde C' es una constante universal. Esto es,

1d

s | wteide <O+ ad)l+ eyl Rx[w)/uzg@gdm.
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Bosquejo de la prueba

A partir de lo anterior, se tiene que

s [ P+ @ 0+l e oy [ 5

donde C' es una constante universal. Esto es,

1d

s | wteide <O+ ad)l+ eyl Rx[w)/uzg@gdm.

Del lema de Gronwall, existe una constante K independiente de t €
[0, to] tal que

/u(t)2 on(z,t)? de < eKtO/u(O)2 on(r,0)%dr. 1t
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Bosquejo de la prueba

Hechos:




Bosquejo de la prueba

Hechos:

3/2
e Para todo z € R, ¢y (z,t) — e“@M7%" cyando n —s oo,
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Bosquejo de la prueba

Hechos:

3/2
e Para todo z € R, ¢y (z,t) — e“@M7%" cyando n —s oo,

° vn(z,0) = P,(z,0) < C e dado que
2

< —
= dzx?

3/2
e®" ", para T >n,

si n es suficientemente grande.
Asi, el integrando del lado derecho de 1 esta acotado por
una funcién integrable en la variable x.

Decaimiento de soluciones de ecuaciones dispe



Bosquejo de la prueba

Finalmente, en 7, aplicando el Lema de Fatou en el lado izquierdo
y el Teorema de la convergencia dominada en el lado derecho, lo
anterior implica que para todo t € [0, to],

/ (u(t) s a®= 3“) dx < Ko / (u(0) e“”i”)2 dz.

w(z) a(t) a:+

Se puede ver ademés que ¢*®) @y <Ce , para todo x € R

y por lo tanto, para todo t € [0, o],

2 2
/ (u(t)e““)zi“) dx < CeKto / (u(o)eaoﬁ”) dz. O
R R
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Observaciones y conclusiones

En virtud de la preservacion del decaimiento exponencial para la
ecuacion KdV, la hipotesis de decaimiento de u(0) junto con el he-
cho de que u € C ([0,t]; H*(R)) y argumentos de interpolacion,
se sigue que
sup ||a£€xu||L2(R) < 0,
te(0,to)

y en particular que

sup HaixﬁlrUHB(R) <0
te(0,to]

para j = 0,1,2 y n € N. Por lo tanto, usando el embebimiento
HY(R) < L*(R) tenemos que |ztu(z,t)| < Cuyn para todo
neN, zeRyte]l0,t.
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Observaciones y conclusiones

Este resultado mejora un resultado previo de P. Isaza, F. Linares
y G. Ponce [2], en el siguiente sentido:
Con las hipotesis técnicas necesarias,
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Observaciones y conclusiones

Este resultado mejora un resultado previo de P. Isaza, F. Linares
y G. Ponce [2], en el siguiente sentido:
Con las hipotesis técnicas necesarias,
e de acuerdo con [2],
ao /2 2 o(t) /2 2
u(0)e®*+ € L*(R) = u(t)e®”*+ € L*(R), donde

ag

\/1+27a%t;

at) =
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Observaciones y conclusiones

Este resultado mejora un resultado previo de P. Isaza, F. Linares
y G. Ponce [2], en el siguiente sentido:
Con las hipotesis técnicas necesarias,
e de acuerdo con [2],
ao /2 2 o(t) /2 2
u(0)e®*+ € L*(R) = u(t)e®”*+ € L*(R), donde

ag

\/1+27a%t;

at) =

@ en este resultado,

u(0)e® «/? € L2(R) = u(t)e*® o2 € L*(R), donde

ao

1+ % adt
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