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La notion d’intégrabilité

Un systéme hamiltonien classique est un systéme mécanique régi
par les équations de Hamilton :

. OH .  oH

H : Energie totale du systéme,

q; : Positions,

p; - Impulsions.
La fonction H est (une quantité) conservée au cours du temps.
Il peut v avoir d’autres fonctions conservées.

Liouville : S’il y en a assez, on peut résoudre le systéme diffé-
rentiel par des quadratures.

Intégrabilité au sens de Liouville !



Introduction
0000

La notion d’intégrabilité

Exemples :
o Les toupies.
o Le pendule sphérique.

e Le probléme & deux corps (Soleil-Terre).



Introduction
0000

La notion d’intégrabilité

Exemples :
o Les toupies.
o Le pendule sphérique.

e Le probléme & deux corps (Soleil-Terre).

Tous les systémes hamiltoniens sont-ils intégrables ?



Introduction
0000

La notion d’intégrabilité

Exemples :
o Les toupies.
o Le pendule sphérique.

e Le probléme & deux corps (Soleil-Terre).

Tous les systémes hamiltoniens sont-ils intégrables ?

Poincaré : Le probléme de trois corps en interaction gravita-
tionnelle (Soleil-Lune-Terre) n’a pas assez d’intégrales premiéres
analytiques.



Introduction
0000

La notion d’intégrabilité

Exemples :
o Les toupies.
o Le pendule sphérique.

e Le probléme & deux corps (Soleil-Terre).

Tous les systémes hamiltoniens sont-ils intégrables ?

Poincaré : Le probléme de trois corps en interaction gravita-
tionnelle (Soleil-Lune-Terre) n’a pas assez d’intégrales premiéres
analytiques.

Les systémes hamiltoniens ont été relégués dans 'oubli...



Introduction
0000

La notion d’intégrabilité

Exemples :
o Les toupies.
o Le pendule sphérique.

e Le probléme & deux corps (Soleil-Terre).

Tous les systémes hamiltoniens sont-ils intégrables ?

Poincaré : Le probléme de trois corps en interaction gravita-
tionnelle (Soleil-Lune-Terre) n’a pas assez d’intégrales premiéres
analytiques.

Les systémes hamiltoniens ont été relégués dans 'oubli...

Découverte : L’équation KdV admet une structure hamiltonienne
et un nombre infini de constantes de mouvement.



Introduction
0000

La notion d’intégrabilité

Exemples :
o Les toupies.
o Le pendule sphérique.

e Le probléme & deux corps (Soleil-Terre).

Tous les systémes hamiltoniens sont-ils intégrables ?

Poincaré : Le probléme de trois corps en interaction gravita-
tionnelle (Soleil-Lune-Terre) n’a pas assez d’intégrales premiéres
analytiques.

Les systémes hamiltoniens ont été relégués dans 'oubli...
Découverte : L’équation KdV admet une structure hamiltonienne
et un nombre infini de constantes de mouvement.

Inspirés par les travaux de Kowalevski et Painlevé, Adler et
van Moerbeke introduisent la notion d’intégrabilité algébrique.
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La notion d’intégrabilité

Quelques définitions

Un systéme hamiltonien compleze est un triplet (M;{-,-}; H), ou
(M;{-,-}) est une variété de Poisson holomorphe et H est une
fonction holomorphe sur M.

Xy := {-,H} est un champ de vecteurs, appelé le champ de
vecteurs hamailtonien associé o H.
F(M) : L’algebre des fonctions holomorphes sur M.

F,G € F(M) sont en involution si {F,G} = 0.

(M;{-,-};H = (Hi,...,H)), ot M est de dimension n et le
rang de {-,-} est 2r, est un systéme intégrable complexe au sens
de Liouwille si

o H est indépendant ;
o H est involutif;

@ s=n-—rT.
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Pour cette thése : L’espace des phases M est un espace affine C™.

Soit (M;{-,-};F) un systéme intégrable complexe (au sens de Liou-

ville), ou {-,-} est un crochet de Poisson polynomial de rang 2r et

F = (F,..., Fs) sont des polynomes. (M;{-,-};F) est dit algébrique-

ment intégrable ou a.c.i. si

(1) Pour des valeurs génériques de x € C*, la fibre F, de
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une partie affine d’une variété abélienne
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ou A, est un réseau dans C" est D, est une hypersurface
algébrique de C" /A ;

(2) Les champs intégrables X, restreints & F,; sont invariants par
translation.
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La notion d’intégrabilité

Pour cette thése : L’espace des phases M est un espace affine C™.
Soit (M;{-,-};F) un systéme intégrable complexe (au sens de Liou-
ville), ou {-,-} est un crochet de Poisson polynomial de rang 2r et
F = (Fy,..., Fs) sont des polynomes. (M;{-, -};F) est dit algébrique-
ment intégrable ou a.c.i. si

(1) Pour des valeurs génériques de x € C*, la fibre F, de

Papplication moment m +— (Fy(m), ..., Fs(m)), est isomorphe &
une partie affine d’une variété abélienne

F. ~ (C"/Ax) \ Dy,
ou A, est un réseau dans C" est D, est une hypersurface
algébrique de C" /A ;
(2) Les champs intégrables X, restreints & F,; sont invariants par
translation.
Exemple : La toupie d’Euler
= (A3 — A2) yz,
y= (A1 — A3) zz,
Z2= (A2 — 1) zy.
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Le systéme BI*(5)

Le systéme de Lotka-Volterra s’écrit sous sa forme générale & travers
du systéme d’équations différentielles sur C™ suivant, :

n
TL:E'ZTL—F E Ai,jxixj, ZZL,TL
Jj=1

Le systéeme de Lotka-Volterra & n particules le plus connu est le sys-
téeme de Kac-van Moerbeke, que I’on note KM(n), décrit par le systéme
d’équations différentielles

i:i:xi(xi—l_xi"rl)? 121,,n

Le systéme de Bogoyavlenskij-Itoh a n particules, pour n = 2k + 1 et
que l’on note BI(n), est le systéme de Lotka-Volterra (antisymétrique)
défini par la matrice A = circ(0,1...,1,—1,...,—1). Autrement dit,

k
E (Tigj —xi—jy), t=1,...,n.
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o Crochet de Poisson :
{l‘i7.%‘j}]31 = Ai’j T;Tj, 1<4,<n=2k+1.

o Hamiltonien : Hp := 21 + - - - + Xy,

o Casimir : Cgr :=x1 - Tp.
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Le systéme BI*(5)

Ce dernier systéme admet une formulation hamiltonienne :

o Crochet de Poisson :
{l‘i7.%‘j}]31 = Ai’j T;Tj, 1<4,<n=2k+1.

o Hamiltonien : Hgy := x1 + - - - + Zp,-
o Casimir : Cgr :=x1 - Tp.
Bogoyavlenskij : Représentation de Lax
(X +AM) = [X +AM, B — AM*H1] ou
Xiji=0ijrrTi, Mij:=0it1j, Bij:=—0ij(@i+ - +zizr)

Itoh : (C",{-,-}g;,(Ho,...,Hy)) est un systéme intégrable au sens
de Liouville.
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Le systéme BI*(5)

On va s’intéresser a une famille de déformations des systémes Bl(n),
que l’on notera BI*(n).

Soient €1, ..., &, des paramétres de déformation, tels que Y - &; = 0.
On considére le systéme d’équations différentielles

k
xlle E (xiﬂ-—xi,j)—i—si, 22177TL
j=1

De méme, le systéme ci-dessus admet une structure hamiltonienne :
o Soient §; ; tels que B, = —B;; et B, ; =0si i —j| & {k,k+ 1}
o {xi,xjtpr = Aijxix; + Bij, €i = Bijitk — Bizk ks

o Hpp~ =21+ 4+ xp.
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Le systéme BI*(5)

On va s’intéresser a une famille de déformations des systémes Bl(n),
que l’on notera BI*(n).

Soient €1, ..., &, des paramétres de déformation, tels que Y - &; = 0.
On considére le systéme d’équations différentielles

k
xlle E (xiﬂ-—xi,j)—i—si, 22177TL
Jj=1

De méme, le systéme ci-dessus admet une structure hamiltonienne :
o Soient §; ; tels que B, = —B;; et B, ; =0si i —j| & {k,k+ 1}
¢ {-Tiwrj}BI* = Ai,j ;x5 + ﬁi,j7 € = 5¢7i+k - ﬁz;k,k:;
© Hpr =21+ -+ Tp.

Evripidou, Kassotakis et Vanhaecke ont démontré que

(€ {-, }g++ (Ho, ..., Hy))

est un systéme intégrable complexe au sens de Liouville.



Introduction
ooooe

Le systéme BI*(5)

Question : Le systéme BI*(n) est-il algébriquement intégrable ?



Introduction
ooooe

Le systéme BI*(5)

Question : Le systéme BI*(n) est-il algébriquement intégrable ?

Nous abordons ce probléme pour le cas n = 5 particules. Le systéme
BI*(5) est donné explicitement par le systéme d’équations différentielles

&1 =x1(x2 + 23 — x4 —x5) + €1,

To = xo(x3 + T4 — x5 — 1) + €2,

.oR
S
Il

( )
&3 = x3(xg + x5 — T — T2) + €3,
x4(x5 + 11 — T2 — T3) + €4,

( )

Ts = T5(T1 + T2 — T3 —T4) +€5.
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Le systéme BI*(5)

Question : Le systéme BI*(n) est-il algébriquement intégrable ?
Nous abordons ce probléme pour le cas n = 5 particules. Le systéme
BI*(5) est donné explicitement par le systéme d’équations différentielles
iy = x1(T2 + 23 — 14 — 5) + €1,
To = xo(x3 + x4 — 5 — 1) + €2,
T3 = x3(w4 + 25 — 1 — T2) + €3,
By = z4(5 + 11 — T2 — T3) + €4,
5 = x5(x1 + X2 — T3 — T4) + €5.
Ce systéme admet les trois intégrales premiéres suivantes :

5
HI:in:asl +x2 + x3 + x4 + x5,

im1
5 5
Hy = Z Ti—2TiTit2 + Z (Bit1,i—2 + Bit2,i—1) T4,
im1 im1
5 5 5

Hjz = H i + Zﬂi—l,i-H Ti—2TiTi42 + Zﬂi+1,i—25i+2,i—1 z;.

=1 i=1 =1
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Nous considérons d’abord le systéme non déformé BI(5).
On montre que ce systéme est étroitement lié au systéme KM(5).

En effet, on définit application ¢: C} — Cj par,
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L’intégrabilité algébrique de BI(5)

Nous considérons d’abord le systéme non déformé BI(5).
On montre que ce systéme est étroitement lié au systéme KM(5).

En effet, on définit application ¢: C} — Cj par,

1 1 1 1 1
<P(a)5:< ’ ) ’ B >7 a’:(ala"'va‘5)ecg7
ajaz ag a1 a2 a4 azaz asdas

S 5 . (5 5 _
ou (CO =C \{(a17a27a37a4,a5) eC |a1a2a3a4a5 —O}
On fixe des valeurs compatibles des Casimirs et on considére les espaces

(a1,az2,as,as,as) € C°| ajasazasas = 3} C Cp,

M,y ={
My = { (b1, b2,b3,ba,b5) € C® | bybabsbybs = c3} C Cj.

L’application restreinte ¢: M,, — M., relie les intégrales premieres
de KM(5) et BI(5) et est un isomorphisme de Poisson.
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L’intégrabilité algébrique de BI(5)

Plus précisément, on a le diagramme commutatif suivant :

M, M,
(le,H2>‘ (Fy, 1)
(CQ ~ CQ

K3

Et les champs de vecteurs intégrables sont reliés par

XH, = 63V« Xpy,
XH, = 63 Y« Xp .
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~
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Et les champs de vecteurs intégrables sont reliés par
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L’intégrabilité algébrique de BI(5)

Plus précisément, on a le diagramme commutatif suivant :

M., M.,
(H],yH;))‘ (FQvFl)
P ———?

Ky

Et les champs de vecteurs intégrables sont reliés par

XH, = 63V« Xpy,
XH, = 63 Y« Xp .

Du fait que KM(5) est algébriquement intégrable, on a un premier
résultat :

Théoréme I

Le systéme de Bogoyavlenskij-Itoh a 5 particules, BI(5), est
algébriquement intégrable.
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Comment prouver lintégrabilité algébrique de BI*(5) ?
On doit démontrer que pour une valeur générique k = (K1, ko, K3),
3

H, = H™'({}) = ({e € C°| Hi(x) = x;}
i=1

est isomorphe & une partie affine d’une surface abélienne T?, et que

Xu,, Xr, sont constants sur ce tore algébrique complexe.
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Analyse de Kowalevski-Painlevé

Comment prouver lintégrabilité algébrique de BI*(5) ?
On doit démontrer que pour une valeur générique k = (K1, ko, K3),

3
H, :=H '({x}) = {z € C°|Hi(x) = 1, }
i=1

K?

est isomorphe & une partie affine d’une surface abélienne T
Xu,, Xr, sont constants sur ce tore algébrique complexe.

et que

Nous allons exploiter I’analyse de Kowalevski-Painlevé, afin de vérifier
certaines conditions du théoréme de Liouwville compleze.
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Ce que ’'on sait de la fibre générique Hy, :

e H, n’est pas singuliére (Théoréeme de Sard).
o Xy, et Xy, commutent (puisque H; et Hy sont en
involution).

o Xy, et Xg, sont indépendants sur Hy.
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Analyse de Kowalevski-Painlevé

On cherche des solutions de Laurent de la forme

1 o
zi(t) = EZxEJ)tJ, i=1,...,5,

J=20

ot () £ 0.
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Analyse de Kowalevski-Painlevé

On cherche des solutions de Laurent de la forme

1 i)
zi(t) = ZZIEJW, i=1,...,5,
j=>0
ot () £ 0.
On obtient les équations indicielles
1:1(.0) (1—0—.7:5831 —|—xz(-i)2—a:§(i)1 _Iz@z) =0, 1=1,...,5,
dont ’ensemble des solutions non triviales (le lieu indiciel) consiste des

points

my := (0,0,0,1,—1),
(_170707 1a 0))
(_37 1707 _11 3)7

mao

msg :

et leurs permutations cycliques des coordonnées (15 points au total).
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Analyse de Kowalevski-Painlevé

On trouve cinq familles de balances principales et dix autres de balances
inférieures. Voici une des balances principales :
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Analyse de Kowalevski-Painlevé

On trouve cinq familles de balances principales et dix autres de balances
inférieures. Voici une des balances principales :

e1(t;mi) =a+ (ugl)(a) +p{M (g a)) t+ (ug2)(a) + (e a)) 240 (8,
watym) = —eat + (u@)(a) +57 (e50)) 2+ 0 (1),

za(timy) =b+ (uf? (@) + 9§ (550) ) t+ (u (@) + 5§ (550)) 2 4+ 0 (),
zaltm) = 7 +e+ (u(@) + {0 00) 1+ (a2 (@) + P (@) 2 +0 (1),

m5(t;m1):—;+(b+c—a)+(uél)( o) +p{ (e50)) L+ at? + O (),

ol € = (€1,€9,€3,£4,€5) est le vecteur des paramétres de déformation
et a = (a,b,c,d) est le vecteur des paramétres libres.
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Analyse de Kowalevski-Painlevé

Les premiers termes de ces solutions de Laurent nous permettent en-
suite d’étudier les diviseurs de Painlevé abtraits, qui dans notre cas sont
les courbes affines définies par les équations H;(z(t;07my)) = k.
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Analyse de Kowalevski-Painlevé

Les premiers termes de ces solutions de Laurent nous permettent en-
suite d’étudier les diviseurs de Painlevé abtraits, qui dans notre cas sont
les courbes affines définies par les équations H;(x(t;07mq)) = kK;.

Pour mq, on en obtient la courbe affine F,g) définie par ’équation
F(a,b) =0, ou
F(a,b) := a®b* + a*b® — k1 a®V? +p2.1(B, k) a’b +p1,2(8,K) ab?
+p1,1(B;5) ab + p1o(B, k) a + po.1(B, &) b+ poo(B; k).
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Analyse de Kowalevski-Painlevé

Les premiers termes de ces solutions de Laurent nous permettent en-
suite d’étudier les diviseurs de Painlevé abtraits, qui dans notre cas sont
les courbes affines définies par les équations H;(z(t;07my)) = k.

Pour mq, on en obtient la courbe affine F,g) définie par ’équation
F(a,b) =0, ou
F(a,b) := a®b* + a*b® — k1 a®V? +p2.1(B, k) a’b +p1,2(8,K) ab?
+p1,1(B;5) ab + p1o(B, k) a + po.1(B, &) b+ poo(B; k).

)

Pour tout S et pour k générique, F,g est une courbe lisse de genre 2.
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Analyse de Kowalevski-Painlevé

Les premiers termes de ces solutions de Laurent nous permettent en-
suite d’étudier les diviseurs de Painlevé abtraits, qui dans notre cas sont
les courbes affines définies par les équations H;(z(t;07my)) = k.

Pour mq, on en obtient la courbe affine F,g) définie par ’équation
F(a,b) =0, ou
F(a,b) := a®b* + a*b® — k1 a®V? +p2.1(B, k) a’b +p1,2(8,K) ab?
+p1,1(B;5) ab + p1o(B, k) a + po.1(B, &) b+ poo(B; k).

)

Pour tout S et pour k générique, F,g est une courbe lisse de genre 2.

Si BI*(5) est a.c.i., F,&l) est une des courbes & ajouter & H, pour la
compléter en une surface abélienne!
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Analyse de Kowalevski-Painlevé

On construit les 25 fonctions polynomiales homogénes suivantes :
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Analyse de Kowalevski-Painlevé

On construit les 25 fonctions polynomiales homogénes suivantes :

zZ0 ‘= 1,

Zi = Ty, i=1,...,4,
Z4htq ‘= TiTi42, 1= 1,...,5,
2040 1= Ti—2TiTiya, 1=1,...,4,
Z13+4i +— $i72$?1‘i+2a 1= yeeey 57

219 = X423 (:ElfL'Q + 123 + 61) 5

— 3 2 .
Z194i 1= Ti—2T;Tiyo + T; (€i—2Tite — €iyaTi2), t=1,...,5.
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Analyse de Kowalevski-Painlevé

On construit les 25 fonctions polynomiales homogénes suivantes :

zZ0 ‘= 1,

Zi = Ty, i=1,...,4,
Z4htq ‘= TiTi42, 1= 1,...,5,
2040 1= Ti—2TiTiya, 1=1,...,4,
Z13+4i - — $i72$?1‘i+2a 1= yeeey 57

219 = X423 (:ElfL'Q + 123 + 61) 5

— 3 2 .
Z194i 1= Ti—2T;Tiyo + T; (€i—2Tite — €iyaTi2), t=1,...,5.

Ces fonctions indépendantes ont la propriété d’avoir au plus un pole
simple lorque 'on y substitue n’importe quelle balance principale.
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Analyse de Kowalevski-Painlevé

On construit les 25 fonctions polynomiales homogénes suivantes :

20 ‘= 1,

Zi = Ty, i=1,...,4,
Z4htq ‘= TiTi42, 1= 1,...,5,
2040 1= Ti—2TiTiya, 1=1,...,4,
Z13+4i - — $i72$?1‘i+2a 1= yeeey 57

219 = X423 (:ElfL'Q + 123 + 61) 5

— 3 2 .
Z194i 1= Ti—2T;Tiyo + T; (€i—2Tite — €iyaTi2), t=1,...,5.

Ces fonctions indépendantes ont la propriété d’avoir au plus un pole
simple lorque 'on y substitue n’importe quelle balance principale.

Pour continuer ’analyse, il est important d’étendre X, de maniére
holomorphe & tout P24,

Pour ce faire, on montre que les équations différentielles de Xz, s’écrivent
comme des polynomes quadratiques sur les coordonnées z;/z;.
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Ces polyndmes nous permettent de plonger H,, dans P24, via I’applica-
tion  — () == (20(x) : z1(x) - ¢ 224(2)).
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Analyse de Kowalevski-Painlevé

Ces polyndmes nous permettent de plonger H,, dans P24, via I’applica-
tion  — () == (20(x) : z1(x) - ¢ 224(2)).

Notons I') la courbe de Painlevé abstraite correspondante & m(li). On
a alors cinq applications réguliéres injectives cp,(.f): F,(;L) — P24 .

oW 2 (a,b) = <Res zo(x(t;mgi)))) : -+ : Res z24(x(t;mgi))))>.
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Analyse de Kowalevski-Painlevé

Ces polyndmes nous permettent de plonger H,, dans P24, via I’applica-
tion  — () == (20(x) : z1(x) - ¢ 224(2)).

Notons I') la courbe de Painlevé abstraite correspondante & m(li). On
a alors cinq applications réguliéres injectives cp,(.f): F,(;L) — P24 .

oW 2 (a,b) = <Res zo(x(t;mgi)))) : -+ : Res z24(x(t;mgi))))>.

On compléte F,(.f) en y ajoutant ses points a l’infini.
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Analyse de Kowalevski-Painlevé

)

Autour des points & 'infini, la courbe F,g est paramétrée comme suit :
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Analyse de Kowalevski-Painlevé

Autour des points & 'infini, la courbe F,g) est paramétrée comme suit :

o0 a:%, b:—%+ﬁl—(81—52+53)C+O(<2)7

e, 1 a= %, b= (e3+e5)(— ipo,o(ﬁm,ﬂ) ¢C+0(¢?),
Lot oa=z b=eslt —poo(Be R C+O(C),

0ot i b= % 4= —(eate1)C— ip0,0<ﬁ2,4,n><2 +0 (%),
oo 4 : b:%, a:—61C+ipo,o(ﬁzx,wﬂ)CQ-&-O(Cg)-
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Analyse de Kowalevski-Painlevé

Autour des points & 'infini, la courbe F,g) est paramétrée comme suit :

o0 a:%, b:—%+ﬁl—(81—52+53)C+O(<2)7

e, 1 a= %, b= (e3+e5)(— ipo,o(ﬁm,ﬂ) ¢C+0(¢?),
Lot oa=z b=eslt —poo(Be R C+O(C),

0ot i b= % 4= —(eate1)C— ip0,0<ﬁ2,4,n><2 +0 (%),
oo 4 : b:%, a:—61C+ipo,o(ﬁzx,wﬂ)CQ-&-O(Cg)-

A ce stade, on doit imposer que &; # 0, pour i = 1,...,5.
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Analyse de Kowalevski-Painlevé

Autour des points & 'infini, la courbe F,g) est paramétrée comme suit :

00 a:%, b:—%+ﬁl—(81—52+53)C+O(<2)7

00e— 1 a= %, b=(e3+e5)¢— ipo,o(ﬁz’),z,ﬂ) G+o(),
Lot oa=z b=eslt —poo(Be R C+O(C),

coes b:%, a=7(€4+E1)C*ipo,0(52,4,'€)42+0(43),
ooy : b= % a:—61C+ipo,o(ﬁzx,h%)&*‘o@g)-

A ce stade, on doit imposer que &; # 0, pour i = 1,...,5.
On notera
D) = o0 (1),

Pi=¢ (o) et Q=Y (oo;’,(f”)) =i (oo;’,(f%).
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Analyse de Kowalevski-Painlevé

Dans le cas complétement déformé, on obtient la configuration suivante
pour le diviseur de Painlevé :
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Analyse de Kowalevski-Painlevé

Dans le cas complétement déformé, on obtient la configuration suivante
pour le diviseur de Painlevé :

I (2) 3 1) G
ENEUCIEUER
9051)7 Py Ps Py P Py
oot Qi | Qs | @i | Q| Qs
oo | P | Py | Py Py| P
0 Q3 | Qs | Qs | Q1 | Q2
oL | B | P | B | PR
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Analyse de Kowalevski-Painlevé

Dans le cas complétement déformé, on obtient la configuration suivante
pour le diviseur de Painlevé :

I 2) 3 1) &
[ (o7 [p7[oF [0 [ D]
90[1)7 Py Ps P P Py
0 Q| Qs | Q| @ | Qs
ool! Py Py Py Py Py
cos | Qs | Q| Qs | Q| @
.. | B | Pr | B | P | P




Déformations spéciales
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Déformations spéciales

Un des ¢; est nul, (0,-,-,,)
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Déformations spéciales

Un des ¢; est nul, (0,-,-,-,) :

M | p? [ pF | D | D

Py Py P Py

Qa4 Q1 | Q2 | Qs

oo | Py P P Py | Ps

Qs | Qu Q1 | Q2

P | Py PP
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Déformations spéciales

Un des ¢; est nul, (0,-,-,-,) :

o’ | o | o | DY | D

| Py P BB

oV | @y Q| Q| Qs

oo | Py P P Py | Ps

D1 Qs | Q. Q1| Q

9
N I 2 P | P




L’intégrabilité algébrique de BI*(5)

00000
Déformations spéciales

Deux ¢; sont nuls et consécutifs, (0,0,-,-,-) :
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Déformations spéciales

Deux ¢; sont nuls et consécutifs, (0,0,-,-,-) :

/DL".U D:l» D}‘\D /D}Ex) /D‘A"s)
X(’)f Py Py Py
- P P
ool | Qy Qs | Qs
<@ | P | P | PB| P | B
’(i)
00, O | Q Q:
= 3 1 P; P, 2

x('i SN P
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Déformations spéciales

Deux ¢; sont nuls et consécutifs, (0,0,-,-,-) :

Y [ D@ | p [ p | p

X(’), Py P P
- P | P

o | Q| &

oo | Py Py Py Py Py
i)

00, Q- Q Q-
23 S 2

ol | P | Py P,

Deux ¢; sont nuls et non consécutifs, (0,-,0,-,) :
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Déformations spéciales

Deux ¢; sont nuls et consécutifs, (0,0,-,-,-) :

/D‘A"U Diz» DL;) /DLA) Do

x| P Py | Py
- PP

otV Qs Q: | Qs

x|\ P | P, | P | P | P
! (i)

00, Qs | Q Q:
‘ 23 4 Pv, P| 2

<P | P P,

Deux ¢; sont nuls et non consécutifs, (0,-,0,-,) :

[ p? | p¥ | ¥ | D
(i)
< | P P P,
- 4 P, 1 P, 3
o Q Qr Qs

| P || B || P

P Py
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Déformations spéciales

Deux ¢; non nuls et consécutifs, (+,-,0,0,0) :
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Déformations spéciales

Deux ¢; non nuls et consécutifs, (+,-,0,0,0) :

D}‘U Df) DE"U D;\il\ D}ES?
P | P
Py P | P
Qs | Q1
< | P | P | P | P | P
(i)
0, Qs Q
p e [P p
rx@r Py Py
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Déformations spéciales

Deux ¢; non nuls et consécutifs, (+,-,0,0,0) :

D}‘U Df) DE"U D;\il\ D}ES?
P | P
Py P | P
Qs | Q1
< | P | P | P | P | P
‘(1)
0, Qs Q
p e [P p
rx@r Py Py

Deux ¢; non nuls et non consécutifs, (-,0,-,0,0) :



Déformations spéciales

L’intégrabilité algébrique de BI*(5)

Deux ¢; non nuls et consécutifs, (-,-,0,0,0)
D;‘U Diz) /DE"U D;‘il\ Dl(jﬂ
P P
Py P P
Qs | Q1
< | P | P | P | P | P
‘(1)
0, Qs C
S N I e R
ool Po| P
Deux ¢; non nuls et non consécutifs, (-,0,-,0,0) :
o | pP | DY | DY | D
OO,W, Py Py
p Py P,
50:3\‘” O Qs
x| P | P, | PA| P | P
() 0s 0.
S R I R I
30!.11 ps Py




Déformations spéciales

Tous les e; sont nuls, (0,0,0,0,0). On est dans le cas non déformé,
BI(5). On obtient :



Déformations spéciales

Tous les e; sont nuls, (0,0,0,0,0). On est dans

BI(5). On obtient :

‘ DV ‘ yale ‘ DY ‘ DY ‘ DY

o0, P\ P | P | P
oo®) P Py Py Py Py
| PP P | PP

le cas non déformé,



Déformations spéciales

Tous les e; sont nuls, (0,0,0,0,0). On est dans le cas non déformé,

BI(5). On obtient :

‘ ‘ P ‘ e ‘ p® | p® [ p ‘
|\ PP P PR|PR
o | P | P | Py | P | P
oo(;lr Py | P | Ps | P P




Déformations spéciales

Ainsi, on vérifie les conditions d’une version complexe du Théoréme de
Liouwille, qui nous permet enfin de démontrer le résultat suivant :



Déformations spéciales

Ainsi, on vérifie les conditions d’une version complexe du Théoréme de
Liouwille, qui nous permet enfin de démontrer le résultat suivant :

Théoréeme II

Pour toutes les valeurs des parameétres de déformation, le systéme
BI*(5) est algébriquement intégrable.

Pour k générique, la fibre H,, de ’application moment est isomorphe

a une partie affine de la jacobienne de la courbe algébrique f,(:).
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Conclusions
e Rapport entre KM(5) et BI(5).
e On a démontré l'intégrabilité algébrique de BI*(5).

Perspectives
e Pour n arbitraire, le systéme BI*(n) est-il a.c.i.?
o L’é¢tude des fibres non génériques de BI*(n).
o Les discrétisations intégrables de BI*(n).

o Le systéme BI*(5) peut-il étre obtenu par réduction & partir
d’un systéme intégrable du type Toda ?
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Merct pour votre attention!
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Théoréme de Liouville complexe

Soit A C C™ une variété affine non singuliére de dimension r, munie de r champs
de vecteurs holomorphes X1, ..., X, et soit p: A — CN C PN un morphisme.
Soit A := @(A) \ p(A), que l'on décompose A = A" U A", ou A’ est la réunion
des composantes irréducibles de A de dimension r — 1 et A" la réunion des autres
composantes irréducibles de A. On suppose :

(0) ¢:A— CN est un plongement ;

(1) Les champs commutent deuz & deuz, [X;, X;] =0 pour 1 <i,j <r;

(2) En chaque point m € A les champs de vecteurs X1,...,X, sont
indépendants ;

(3) Le champ de vecteurs ¢ X1 se prolonge en un champ de vecteurs X1 qui est
holomorphe au voisinage de A’ dans PN ;

(4) Les courbes intégrales de X1 qui débutent en des points de A’ partent tout
de suite dans p(A).

Alors p(A) est une variété abélienne de dimension r et A =0, de sorte que
p(A) = p(A) U A’. De plus, les champs de vecteurs holomorphes 0« X1, ..., pxXr
se prolongent en des champs de vecteurs holomorphes sur tout p(A).
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