RADIACION DEL CUERPO NEGRO:
CUANTIZACION DE PLANCK

1. MECANICA ESTADISTICA

Empezamos esta discusion exponiendo algunas nociones termodinamicas clésicas.

Un microestado es la especificacién detallada de una configuraciéon microscopica de un sis-

tema termodinamico (un punto del espacio de fase de dicho sistema).

Un macroestado se refiere a una caracterizaciéon del sistema termodindmico mediante los
valores de un ntimero finito n de variables de estado (de las cuales al menos una es extensiva).
Un macroestado viene dado por una distribucién de probabilidad sobre un conjunto dado de

microestados.

Por ejemplo, en un gas ideal, un microestado consiste de especificar las posiciones (77) y los
momentos lineales (p;) de cada particula, y un macroestado consiste en definir tres de las
cantidades P, V, T y N, teniendo en cuenta la Ley de Boyle-Mariotte:

PV
L -NR
T ?

donde R = 8,314 J/K mol es la constante de los gases ideales, N es el numero de particulas
o moléculas en el gas y P, V y T son la presiéon, el volumen y la temperatura del gas,

respectivamente.

A continuacién nos proponemos deducir la ley de distribucién de Boltzmann.

Consideremos un sistema de dos particulas y tres posibles valores de energia: FEi, Fs y FEj3.
Denotemos por ny, ne y ng el nimero de particulas en el nivel de energia Ei, Es y Fjs,
respectivamente. En esta situacién, ny + no + ng = 2 y tenemos las siguientes posibilidades:

ny na2 N3

2 0 O
1 1 0
1 0 1
0 2 0
0 1 1
0 0 2

Denotemos por [E;, E;] al microestado que indica que la particula 1 se encuentra con energia
E; y que la particula 2 se encuentra con energia F;. Esta informacion se resume en la siguiente
tabla:



Macroestados Microestados

(27070) [ELEl]

(1,1,0) [Er, Es], [Ea, E1]
(1,0,1) [Er, B3], [Es, E]
(O)2a0) [E27E2]
(0,1,1) [Ea, B3], [Es, Es]
(0)072) [E37E3]

Para nuestro experimento es suficiente especificar la cantidad de microestados y no es necesario
detallar cada uno de ellos. Sea €2(n1,n2,n3) el ntimero de microestados correspondientes al

macroestado (ni,n2,n3). Un conteo sencillo muestra que

0 _ 2 2 —n 2—n1—ng . 2!
(n1,n2,n3) = ny N9 ns T mlnglng!

Es facil generalizar el experimento anterior para un sistema de N particulas (N > 0), con

energia total E' y posibles valores de la misma: E1,..., E;. Luego,
N!
Qnyy...,my) = ———,
(m 2 ny! - ny!
donde nq,...,n; son naturales de modo que

l l
N:an y E:anEj. (1.1)
j=1 i=1

El macroestado (distribucion) con la mayor cantidad de microestados serd la distribucion mds
probable.

Asi que buscamos maximizar €) sujeta a las restricciones 1.1. Esto equivale a maximizar la
funcién In €2 sujeta a 1.1. Para ello usamos multiplicadores de Lagrange:

Vin(Q) = aVN + GVE,
l l
N:ZTL]‘, E:anEj <12)
j=1 Jj=1

Por simplicidad en los célculos, usamos también la aproximacion de Stirling:

Si z > 0, entonces In(z!) = zln(z) — =.

T ON _ | OE _p
enemos que e y
I
oln(Q) 9 N |
oo, = o, In(N!) Zln(n].)
7j=1
0 ON 0
= o5 NV In(N) = N] on, ~ om; [nj In(n;) — ny]

= In(N) — In(n;).



A partir de lo anterior, la j-ésima componente de la primera ecuaciéon en 1.2 es:

In(N) —In(n;) = a+ BE;

nj —a_ —BE;
= < =¢ % P,
N
Lo 1<
Notemos que Z—]:—anzl.

7=1
De esta manera podemos 1nterpretar la cantidad 2 como la probabilidad de encontrar alguna

particula en el nivel de energia E;. Denotemos esta densidad de probabilidad por
P(E;) = Ae PP,
Llevando esto tltimo al caso continuo obtenemos que
P(E)=Ae PP, E>0,

donde A, B > 0y A se toma de modo que / P(FE)dE = 1. Esto es,
0

P(E) = pBe PE.

Por consideraciones termodinédmicas, si S denota la entropia del sistema y T la temperatura
absoluta, entonces

oS

9E

donde kp = 1,381 x 10723 J/K es la constante de Boltzmann. Por lo tanto,

S = k’B h’l(Q) y

S = kg [In(N!) —In(n;!)]

=kp -Nln — N — zl: (njIn(nj) —ny)
L J=1
=kp |NIn(N Zn]lnn]
= kp -Nln Zn] In(N) — a — BE;)
— kp[aN + BE],
de donde % SZ kp B, 0sea 8= /{:BlT' Concluimos que
P(E) = k;T e BT g >, (1.3)

Esta densidad de probabilidad se conoce como la distribucion de Boltzmann.



La energia promedio de un sistema termodindmico para el cual la energia F se distribuye

obedeciendo 1.3 es:

<E)—/ EP(E)dE—/ B Eper g
0 o kgT

= k:BT/ re "dr=kgT lim [1 — (1+7)e"]
0 r—00
= kpT. (1.4)

Siguiendo el modelo de la distribucion de Boltzmann, se puede establecer un resultado central
en la Termodinamica clasica.

Ley de la equiparticion de la energia: En el equilibrio térmico, la energia

promedio se reparte en partes iguales entre sus varias formas. Esto es, a partir

del Hamiltoniano de un sistema, cada grado de libertad contribuye en %kBT

a la energfa promedio del sistema. Escrita de otro modo:

<xi 6H> = 0;;kpT.
81)]'

Justificacion:

Para un sistema termodindmico que se encuentra en equilibrio térmico a una temperatura T,
en el cual el conjunto de los posibles estados del sistema (conjunto de particulas) que inter-
cambia energia térmica con los alrededores, pero no materia (esto se conoce como colectividad
candnica), la distribucion de cada estado en el espacio de fase esta dada por
1
P = Ae PHE) B=
’ ]{,'BT ’

O S€a que

A/ e BP9 g1 — 1,
r

donde I' es el espacio de fase y A es una constante de normalizacion.
Un proceso de integracion por partes para una variable del espacio de fase xj, (que puede ser
Pk 0 qx) entre dos limites a y b resulta:

4 / [ e |=] am, 4 / e, 5 I g g
T=a N2 aLUk
5 dl'\dzy,

1
= <l‘k: g;i> = A/ajk;:i e P9 g = 5= kgT.




2. RADIACION TERMICA

A la radiacion emitida por un cuerpo como resultado de su temperatura se le llama radiacion
térmica. Todos los cuerpos tienen la capacidad de emitir tal radiacién en su derrededor y
absoberla de sus inmediaciones.
La experiencia permite establecer las siguientes observaciones: si eleviramos uniformemente
la temperatura de un cuerpo caliente observariamos principalmente dos efectos.
(1) Cuanto mas alta es la temperatura, mayor es la radiacion emitida: al principio el
cuerpo parece opaco; luego brilla intensamente.
(2) Entre mas alta es la temperatura, mayor es la frecuencia de la parte del espectro que
radia més intensamente: el color predominante del cuerpo caliente cambia de rojo vivo

a 1ojo blanco a azul.

The Electromagnetic Spectrum
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Vamos a caracterizar la intensidad de la radiacion térmica por la magnitud del flujo de energia
(medido en Watts). Este flujo de energia por unidad de area para un cuerpo radiante se llama
radiancia o emision radiante del cuerpo. A esta cantidad la denotaremos por Ry (se mide
en Watts/m?).

La radiacién consiste de ondas electromagnéticas con diferentes frecuencias v.

Definimos la emisividad del cuerpo, que depende de la temperatura 1" y la frecuencia v, como

la razon de cambio de la radiancia con respecto a la frecuencia:
d
r —R
r(v) = Rr(v).

Asi que, en virtud del teorema fundamental del calculo,

o0 d o0
Rr = / —Rr(v)dv = / rr(v)dv.
0 dv 0

Sea A®, el flujo de energia radiante, debido a ondas electromagnéticas, con frecuencias entre

vy v+ Av, a través de una porcion de la superficie del cuerpo. Sea A®!, la parte de este flujo



que es absorbido por el cuerpo. Definimos la absorcién de éste como la razéon entre los dos

flujos mencionados:

A,
aT(z/) = AD .

Notemos que, a partir de la definicion, ap(v) < 1.

Un cuerpo negro es aquel para el cual ar = 1. Este tipo de cuerpos emiten radiaciéon
térmica con el mismo espectro a una temperatura dada, independientemente de los detalles

de su composicion.

Es posible relacionar la emisividad y absorcién de un cuerpo radiante, a una temperatura
dada T'. Esta relacion se conoce como la Ley de Kirchhoff, en honor al fisico aleman Gustav
Kirchhoff (1824-1887):

Ley de Kirchhoff (1859): La razon entre la emisividad y la absorcion de
un cuerpo radiante no depende de la naturaleza del mismo, sino que es una

funcién universal de la temperatura y la frecuencia para todos los cuerpos.

rr(v)
ar(v)

= fr(v),
donde fr es la funcién universal de Kirchhoff.

Para un cuerpo negro tenemos entonces que rp(v) = fr(v), o sea que fr(v) es la emisividad
de un cuerpo negro.

Experimentalmente se pudo conocer que el perfil de la funciéon fr es como lo muestra la
siguiente figura:

Frecuencia [Hz] 'V 14

FI1GURE 1. Distribucién de la radiacién de un cuerpo negro



Supondremos la radiacion en el equilibrio térmico, as{ que nos imaginamos una cavidad con

un pequeno orificio, a temperatura constante 7.

En el equilibrio, la energia radiada se distribuiré en la cavidad con una densidad de energia
(por unidad de volumen) bien definida, & = Ur. A partir de consideraciones termodinamicas
se sabe que U depende sélo de la temperatura T' y no de las propiedades de las paredes de la
cavidad.
Denotemos por ur a la variacion de Ur respecto a la frecuencia v, es decir,

d

up(v) = d—VZ/IT(u);

asi que, por el teorema fundamental del célculo,

Z/{T = / ’LLT(I/) dv.
0

Veamos a continuacion la relacion que existe entre fr(v) y la densidad de energia por unidad

de frecuencia, up(v):

La densidad de flujo de energia en un punto es igual al producto de la densidad de energia
por unidad de frecuencia, ur(v), y la velocidad de una onda electromagnética, c¢. Pero una
multitud de rayos se distribuiran uniformemente en los limites de un angulo sélido 47. De este
modo, obtenemos la densidad de corriente del flujo de energia en un dngulo solido AQ:
Aj = cUr AQ,
47
donde ¢ = 299792458 m/s es la velocidad de la luz.

Para un elemento de area AS en la cavidad, el flujo de energia emitido en él dngulo sé6lido
AQ = sin(p) Ap Af, donde ¢ es el angulo que forman el vector normal de la porciéon de
superficie, 77, y la direccion en que se emite dicho flujo, es:

O = AjAS cos(p) = 64& AS cos(p) sin(p)Ap A6.
7r



Por lo tanto, la porcién de area AS emite un flujo de energia

clUr 2r  pm/2
o = /5<I>em =— AS/ / cos(¢p) sin(p) dep db
47 0 0

C
=SUrA
JUr AS,

en todas las direcciones dentro de los confines de un angulo s6lido de 27.
De otra parte, este flujo se puede obtener al multiplicar la radiancia y AS: ® = Ry AS, por

lo cual
Ry = Uz,
Esta tltima ecuaciéon es valida para todas las componentes espectrales de la radiacién. Por lo
tanto,
fr(v) = ur(v).
Antecedentes

o (1879: Stefan, 1884: Boltzmann) Para un cuerpo negro,
Ry = oT?,

donde o = 5,668 x 1078 W/m2K* es la constante de Stefan-Boltzmann.
¢ (1893: Wien) La funciéon fr(v) debe tener la forma

3 V
v)=v’F (—) .
fr(v) T
En consecuencia, el valor de vyax que corresponde a la frecuencia de la parte del
espectro que radia mas intensamente es tal que vyax < T'. Esto equivale a decir que

Amax] = Cyw, donde X indica la longitud de onda y Cy = 2,90 x 1073 mK es la
constante de Wien, determinada experimentalmente.

Primer gran intento para explicar teéricamente la radiacién de un cuerpo negro

Los fisicos britanicos Lord Rayleigh (1842-1919) y Sir James Jeans (1877-1946) intentaron
describir, hacia finales del siglo XIX, la radiacion espectral de la radiacién electromagnética
de todas las frecuencias de onda de un cuerpo negro a una temperatura dada. La deduccién

que ellos hicieron es como sigue:

Para encontrar fr(v), en primer lugar se encuentra ur(v), y para ello es necesario calcular el

namero de ondas electromagnéticas estacionarias de determinada frecuencia v.




En realidad, si Ep(v) denota la energia en el interior de la cavidad por unidad de frecuencia

v a una temperatura fija T', entonces
Ep(v) = (ntmero de ondas estacionarias por unidad de frecuencia v) x (F),

donde (E) es la energia promedio en esta configuracion termodinamica. Aqui suponemos que
la energia F se distribuye en la cavidad obedeciendo la ley de distribucién de Boltzmann, es
decir, (E) = kgT. Una vez que se halle Ep(v), la densidad de energia se puede calcular como

1
ur(v) = v Er(v), (2.1)

donde V es el volumen de la cavidad.

Por simplicidad en el argumento suponemos que la cavidad es una caja rectangular de lados [,
ly y I.. Una onda estacionaria producida dentro de esta cavidad se obtiene de la superposicion
de ocho ondas viajeras de manera que las componentes del vector de onda k= (kg, ky, k)
toman todos los signos posibles: £k, £k, =k, asi se consideran todas las direcciones posibles
para la propagaciéon de las ondas.

De acuerdo con la ecuacién de onda,

1 9%

2 9%’

una expresion que da cuenta de la cuestion anterior, al superponer ondas viajeras de la forma
E(Ft) = cos(wt £ k - 7), es

V2 =

E(7,t) = Asin(k,x) sin(kyy) sin(k. z) sin(wt),

donde w = 27v es la frecuencia angular de esta onda estacionaria. También se puede obtener
este resultado al aplicar el método de separaciéon de variables y a continuacién, las condiciones
de frontera (la amplitud de cada onda debe ser cero en los bordes de la cavidad, para que en
estos lugares se establezcan nodos) implican que

kely = ngm,  kyly = nym, k.l =n.m,

0 sea que

donde ng,ny,n, € ZT.
Denotemos por AN, al nimero de ondas estacionarias con frecuencias entre v y v + Awv.
Ahora, calcular la cantidad de estas ondas es equivalente a determinar los valores de k., ky y
k., con kg, ky, k. > 0y tales que
2 2 2 2
ky +ky + k; =k, (2.2)

donde k = ||k|| es la magnitud del nimero de onda k, correspondiente a la frecuencia v, cuya

relacion viene dada por

27 v 27
=2 —9r - ="y 2.
k 3 - oV (2.3)



Usando un argumento de pasar al k-espacio, el célculo en 2.2 corresponde a contar los puntos
kg, ky, k. que se encuentran en un casacarén esférico de radio k& con ancho Ak, ubicado en el

primer octante, como lo muestra la siguiente figura:

AK

.....

.......
.......

Los puntos en el k-espacio que se encuentran entre k; + Ak, ky, + Ak, y k. + Ak, ocupan un
volumen igual a

Ak Aky Ak, = <l7r(n +1) - ;Tnx> (”(ny +1)— ”ny> <”(nz +1)— ”n2>

T Ly Ly L, Iz

por tanto la densidad de tales puntos en el k-espacio es V/73. De esta manera,

Vi \%4

T2

AN, = k2 Ak.

A partir de 2.3 podemos escribir esta tltima expresion en términos de v:
Vo o(2r \?[2n ATV
AN, = ) ( V> < AI/) = —3v2 Av.
27 c c c
En la cuenta anterior debemos multiplicar por 2, dado que existen dos tipos de polarizaciéon
debidos a los campos eléctrico y magnético, E y B. Al dividar este resultado por el volumen

obtenemos el nimero de ondas estacionarias por unidad de frecuencia v y por unidad de
volumen, digamos

8w
ny = 073 U2
De 2.1 y el calculo anterior obtenemos ur(v):
8rkpT
up(v) = 3 V2 (2.4)

La expresion 2.4 se conoce como la formula de Rayleigh-Jeans para la densidad de energia de

un cuerpo negro.



En principio, la formula 2.4 parece explicar las leyes empiricas observadas en un cuerpo negro,
ya que

fT(V):Z s VT T a2t

C 14

Sin embargo, una observacion méas detallada de fr(v) permite ver que esta funciéon no tiene
un méximo absoluto, y también

oo 14 2 T
Rr = / fr(v)dv = / W]ZB V2 dv = oo,
0 0 ¢

lo cual implica que, al elevar uniformemente la temperatura, se radiaria una cantidad infinita
de energia, algo imposible termodindmicamente. A este hecho se le conoce como la catdstrofe
ultravioleta, dado que esto es consecuencia del comportamiento de la férmula de Rayleigh-
Jeans para valores grandes de v, es decir, la formula 2.4 no explica de manera coherente la

parte del espectro que se encuentra en el ultravioleta.

Energy Density
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La solucién exitosa de este problema se debe al fisico aleman Mazx Planck (1858-1947) y con-
stituye el hecho fundamental que dio paso al nacimiento de la Mecanica Cuantica a principios
del siglo XX. A continuacién citamos un fragmento introductorio presente en los libros [R| y
[S]:

En una reunion de la Sociedad Alemana de Fisica en 1900, Max Planck ley6 su

escrito sobre “Sobre la Teorfa de la Ley de la Distribuciéon de la Energfa del Es-

pectro Normal”. Ese documento, que al principio atrajo poca atencién, significo

el comienzo de una revolucién en la Fisica. La fecha de su presentacion fue lla-

mada “natalicio de la teoria cuantica”, y tuvo que pasar un cuarto de siglo para

que se desarrollara la teorfa moderna de la Mecénica Cuantica, base de nuestro

conocimiento actual. Muchas sendas convergieron en este entendimiento; cada

una mostraba otro aspecto del derrumbamiento de la Fisica Clasica.



En el calculo clasico de la energia promedio (E) de un numero grande de particulas idénticas en
equilibrio térmico mutuo, a temperatura 7' (célculo que conduce a la ley de la equiparticion),
se supone que la energia FE es una variable aleatoria continua. Planck encontré que si, en
cambio, suponia que la energia F era una variable discreta, entonces se podia obtener el
comportamiento deseado para la energia promedio (E). Planck consideré que en la superficie
de la cavidad de un cuerpo negro se enontraban pequenos osciladores que vibraban de acuerdo
a la frecuencia de la radiacion, recibida en forma de ondas electromagnéticas estacionarias,
y que por tanto la energia promedio de dichas ondas es dependiente de la frecuencia v. La

suposicion mas sencilla que se puede hacer es que esta dependencia sea una proporcion directa.

Postulado de Planck (1900): La energia de un oscilador en un cuerpo negro

se encuentra cuantizada, y corresponde a la expresion
E, =nhv,

donde n es un nimero natural, v es la frecuencia y h es la constante de Planck.

Algunos experimentos permitieron establecer un valor aproximado de h:
h=6,626x 1073 J - s.

A continuacién realizamos el célculo de la energia promedio, siguiendo el postulado de Planck

en la ley de distribuciéon de Boltzmann, considerando a la energia como una variable discreta.

Consideramos entonces que la distribucién de Boltzmann para la energia tiene la forma

P(E,) = Ae P Pn, para n > 0,

1
donde 8 = T y E, =nhv. Aqui A es una constante de normalizacién, por lo tanto,
_ n, v __ — 17 J—
Z—Ze —Z<e ) T 1 eBhu
n=0 n=0

de donde A =1 — e P,
Para el célculo de la serie hemos usado que e #" < e B"0 = 1 para v > 0, y por tanto la

serie geométrica es convergente. En consecuencia,

P(E,) = (1 — e Phvyembhv para n > 0.



Con esto pasamos a calcular la energia promedio (F). Denotemos por a = Shr; entonces

= i E,P(E,)=(1- e_'gh”) i nhye "B

n=0

v(l—e @ Zne "= —_hy(1—e“ Zda *”0‘
—a d o —na -« d —a\—1
=—hv(l—e )@ (Ze )z—hu(l—e )a(l—e )

n=0

—Q

—hw(l—e1—-e ) 2(e®) =hy

hv hv hv
e@ —1 ePhv _ 1  ehv/kpT _ {1’

1l—e @

Por lo tanto, en la formula 2.4 cambiamos kT por el valor obtenido para (E) en el calculo

anterior:
8 hv?

73—.
¢ exp (k%/T) -1

La expresiéon en 2.5 se conoce como la formula de Plank para la densidad de energia de un

ur(v) = (2.5)

cuerpo negro. A partir de up(v), podemos escribir a fr(v):

2mhy3 1
fr(v) = 2 — . (2.6)
exp (kB—T) -1

Deducciéon de la Ley de Wien a partir de la féormula de Planck

En primer lugar notemos que fr(v) tiene la forma funcional deseada, ya que
2rhy3 1 v

fr(v) = —5 =13F <T> .

& exp (k T) -1

Veamos ahora que a partir de fp(v) se puede deducir la ley de desplazamiento de Wien.

Siendo fieles a la historia, deduzcamos la relaciéon de Wien entre la longitud de onda A y la
temperatura T'. Para ello escribamos fr(v) en términos de \; adem, dado que fr es una razon

de cambio respecto a v y
c

Av = ﬁ AN,
debemos entonces multiplicar a fr(c/\) por ﬁ Llamemos a esta funcion pr(\).
¢ 2mh 1
o= (5)
)\2 C2 A €.Tp< h%)\) -1
_ 2mhc? 1

= .
A exp(kg%/\) -1



Ahora, encontremos los puntos criticos de esta funcién. Para simplificar la escritura en los

célculos, denotemos por u = he/kgT, asi que

21he? 1
QOT()\) = )\5 eu//\ - 1 :

Un cémputo directo de la derivada de pr resulta:
d s d [ 5 -1
el -9 el wA _q
d}\ng()\) whe ) [)\ <e ) }
—1 -2
= 27hc? [—5)\6 <e“/’\ — 1) —\70 (eﬂ/)‘ — 1) e A (_“)}

)\2
= Aﬁ(zr/iil)z e =5 (e =)

Para A > 0 esta derivada es nula si z = % es una solucion de la ecuacién trascendente
re® —5(e" —1)=0.

Usando alguna aproximaciéon numérica, por ejemplo el método de Newton iniciando con x = 5,
se puede ver que x = 4, 965; también se puede ver que ésta es la Gnica solucién. Por lo tanto,

el valor de Apax en el cual la funcion @7 alcanza su méaximo absoluto es

\ b he

M xkgT
he

= Apax] X ———.

max 4,965 kp

A partir de los valores de h, ¢ y kp podemos estimar el valor de la constante del lado derecho
en la expresion anterior.
o h=6,626 x 10734 J - s,
o ¢ =299792458m/s,
o kp=1,381 x 10~ J/K,
luego,
N hc
T 4,965 kp

que es precisamente la constante de Wien, Cyy.

Amix T ~ 2,8976 x 103 m - K,

Deduccion de la Ley de Stefan-Boltzmann a partir de la formula de Planck

Queremos ver que Ry es directamente proporcional a T%. Para ello debemos calcular explici-

tamente la integral impropia que define a Rp. Por simplicidad en el computo, definimos

B hv
kT’

X



kgT

De este manera, dv = 5 dxr 'y
2why? 1 2rh (kT x 31
Jrv) = c? hv T2 h et —1
exp (chT> —1

3 3
_27rk:B 3 T

 h2e2 et —1°

e’} 0 9 ]{:3 3 T
Rr =/ fr(v)dv :/ TRG ps T kT,
0 0

Por lo tanto,

h2c? e?—1 h
:27rk4BT4/°° 3 dx:ﬂi27rk43 4
h3c2 g e*—1 15 h3c?
_ 20 kY 4
15 h3c2
Nuevamente, podemos estimar la constante que acompaiia a T* a partir de los valores de h, ¢
v kp:

275 k4B
15 hic2 m2K*’
que es precisamente la constante de Stefan-Boltzmann, o.

~ 5,668 x 1078

En el calculo de Rp, hemos hecho uso del valor de la integral

e’} $3 7.[.4 7.(.4
dr =T(4)((4) =3 — = —
/Oex_lx (o) =37 ="

como lo muestra el siguiente computo, que es bastante ingenioso:

[e8) .CC3 o) 3 e~
/ ex—ldx_/ xl—e—afdx
0 0

9] > > o0

/ w3Ze mdx—Z/ 3™ dx

0 n=1 n=1"0
— 1 [~ 3 — L [*

_ L —ne g — _ Yd
;n4/0 (nx)’e (nx) ;n4/0 y e Vdy
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